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分解不可能かつ可約な擬リーマン対称空間のコンパクト
Clifford-Klein形の存在問題について
前多幣ー（東京大学数理科学研究科）
Keiichi Maeta (Graduate School of Mathematical Siences, The University of Tokyo) 
2019年10月8日
1 はじめに
本稿のテーマは，分解不可能かつ可約な擬リーマン対称空間のコンパクト Clifford-Klein形の存在問題であ
る．まず， 2つの視点から問題の背景について述べ，その後，この問題に対し 2つのアプローチを試みる. 1 
つは， Lie群の性質を用いた手法，もう 1つは Lie代数のコホモロジーを用いた手法である．
1.1 分解不可能な擬リーマン対称空間
多様体M の各点pEMに対し，その点を孤立固定点に持つような接続を保つ微分同相写像 crp:M→M 
をもつものを対称空間という．このびpは点対称と呼ばれる．対称空間 M・は等質空間であり， M に推移
的に作用する Lie群 Gおよびその閉部分群Hを用いて M=G/Hと表すことができる．この Lie群の対
(G,H)(また，そのLie代数の対(g,~))を対称対という．対称空間は，球面やトーラス， J::半平面など，等質
空間の中でも「性質の良い」多様体のクラスであり，幾何学的に重要な例を多く含む．その中でも，リーマン
対称空間 (Hがコンパクト）の分類はE.Cartanによって行われた．それは，単連結なリーマン対称空間は接
空間への Hの作用によって，既約リーマン対称空間の直積として分解できることに基づき，既約リーマン対
称空間を分類するというものである．その後， Berger[Ber57]によって，非リーマン (Hが非コンパクト）を
含む既約対称空間が分類された．しかし，擬リーマン対称空間の分類問題は未解決である．これは，擬リーマ
ン対称空間は接空間に退化する部分空間を持つため，可約であったとしても，既約擬リーマン対称空間の積に
分解するとは限らないためである．擬リーマン対称空間としてそれ以上分解できない「最小単位」は，分解不
可能な擬リーマン対称空間と呼ばれ，その分類が擬リーマン対称空間の分類の目標となる．分解不可能なロー
レンツ対称空間は Cahen-Wallach[CW70]によって，符号 (n,2)の擬リーマン対称空間は Kath-Olbrichら
[K009]によって完全に分類されている．
1.2 Cliffor-Klein形
Clifford-Klein形を定義するために，群作用の性質である固有不連続性を復習しておく．
定義 1.1(固有不連続）．群rが空間M に固有不連続に作用するとは，任意の 2点p,qEMに対し，その近
傍u,vが存在して，#b E r I 7U n v =J 0} < ooとなることを言う．
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群rの多様体M への作用が固有不連続かつ自由であることと， r¥Mの多様体構造が一意に存在して，自
然な全射 7r:M→ r¥Mが可微分な被覆写像となることは同値となる．もし作用が固有不連続でなければ，
「¥MはHausdorffですらなくなり，固有不連続であって，自由でなければ，オービフォルドと呼ばれる空間
になる．
以下では， GをLie群， Hをその閉部分群とする.Clifford-Klein形とは，等質空問G/Hを，固有不連続
かつ自由に作用する離散部分群recで割った商空間r¥G/Hに，上でのべた多様体構造を入れた空間をい
ぅ.7r: G/H→ r¥G/Hは被覆写像であり， G/HのG不変な幾何構造は， Clifford-Klein形r¥G/Hも自
然に持つことになる．
G/Hがリーマン等質空間 (Hがコンパクト）の場合，任意の離散部分群recは，空間に固有不連続か
つ自由に作用するため， Clifford-Klein形の研究は Gの離散部分群の研究とほぼ同義となる．一方， G/H
が非リーマン (Hが非コンパクト）の場合には，離散部分群の作用が固有不連続になるとは限らない．この
場合に対する 1980年の小林俊行による研究 [Kob89]以降，非リーマンな等質空間に対する Clifford-Klein
形が研究され始めた．小林によって提起された Clifford-Klein形の重要な未解決問題の 1つに，コンパクト
Clifford-Klein形をもつ等質空間G/Hの分類問題がある．
問題 1.2.[Kob89]コンパクト Clifford-Klein形をもつ等質空間G/Hを分類せよ．
この問題に対する手法として， Benoist-Kobayashiの固有性判定法に基づく Lie群論的手法
([Ben96],[Kob96])や，行列要素の漸近挙動の解析に基づく手法 ([Mar97]),Lie代数のコホモロジ一
を用いた手法 ([K090],[Mor15])などが用いられている．既約な対称空間 G/Hに対しては，現在までに 12
系列の対称空閥に対しコンパクト Clifford-Klein形の存在が知られている [KY05].既約な対称空間の場合，
リー群Gは簡約群であり，多くの研究においては簡約群の Clifford-Klein形の分類を目標とされてきた．
1.3 問題および主結果
既約な対称空間に対する Clifford-Klein形の問題についての研究が多い一方，「最小単位」である分解不可
能な擬リーマン対称空間のコンパクト Clifford-Klein形は少ない．そこで，次のような，問題 1.2の部分問題
を考える．
問題 1.3.可約かつ分解不可能な擬リーマン対称空間G/Hでコンパクト Clifford-Klein形を持つものを分類
せよ．
この問題に対する先行研究としては， Lorentz対称空間に関して [K015]がコンパクト Clifford-Klein形を
持っための必要十分条件を与えているが，一般の次元に対しては調べられていない．
詳しい記号の定義は 2章以降で述べることにして，主結果を先に述べる．一つ目は，コンパクト Clifford-
Klein形を持っための必要条件である．
定理 1.4.D = diag(a1,・・・,an), D'= diag(b1,・・・,bn)とするとき， GD,D'/H(定義 2.1を参照）がコンパ
クト Clifford-Klein 形を持つならば，ある｛釘｝€ ｛土l}nで
区知=o, L ら e;I= o,
c,E艮 c,Eご R
を満たすものが存在する．ただし， Ci:= ✓西《屈である．
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例えば，符号 (4,1)の可約かつ分解不可能な Lorentz対称空間のパラメーター空間は，球面で与えられる．
この必要条件を満たす空間は，その中でも，以下の図における円で与えられる．実際には，この条件の桐密な
部分集合の空間がコンパクト Clifford-Klein形を持つことが知られている [K015].
?
図 1 パラメーター空間および必要条件を満たすパラメータ
主結果の二つ目は，符号 (2,2)におけるコンパクト Clifford-Klein形をもつ空間の分類定理である．
定理 1.5.分解不可能な擬リーマン対称空間G/Hで以下を満たすものは， Gr,,,,-Ii,,IHに局所同型である．
1. Gは可解群であり， G/Hの移換群である．
2. G/Hはコンパクト Clifford-Klein形を持つ．
3. G/Hの次元は 4以下である．
2 対称空間 GD,D1/Hの定義
まず，主結果に登場する擬リーマン対称空間を定義する．
定義 2.1.D, D'E GL(n皇）を対称かつ可逆な行列とし， WEsp(n皇）を以下で定義する．
W := (D D') E sp(n, 政）．
ハイゼンベルク代数加：＝民span{X1,・・・,Xn,Y1,・・・,Yn,Z}([ふ,Yj]=妬Z)に対し，以下の写像を考
える．
p: ,sp(疇）→Der加 X>---+い。）．
このとき，以下のように定義する．
fJD,D':=罠W 匹加， IJ:=股-sp皿 {Y1,・ ・ , Yn}. 
部分空間 qcgを， q:= JR-sp皿 {W,X1,・ ・ ,Xn,Z}とすると， fJ= 1JEB qとなり， Gn,n,/Hの接空間は自
然に qと同一祝できる．さらに， q上の内積を，以下で定義する．
g:= (~1 D'—1~1) 
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GD,D'を， 9D,D'をLie代数に持つような 1連結Lie群とし， Hを， hに対応する解析的部分群とする．
命題 2.2.D'の符号を (p,q)とするとき， GD,D'/Hは符号(p+l,q+ 1)の分解不可能かつ可約な対称空間
の構造を持つ．
3 Lie群的なアプローチ
3.1 主定理の証明の流れ
この節では，定理1.5の証明の流れについて述べる．
まず，定理の条件を満たすもののリストは，以下で与えられる．
事実 3.1.[K009]分解不可能かつ可約な符号 (2,2)の，幕零でない可解な擬リーマン対称空間の Lie代数の
対称対は以下の D,D'に対応する (9D,D',~)で与えられる．
l. D = diag(士l,a),D'=li」(aE町），
2. D = _p-1 (: ~v) Q, D'= -Q-1 (~v~) P, 
たたし， p= G ~1), Q = (~ ~~; ぃ二）
3広=(~~ ー 1)'D±=土C1) 
(v E Il), 
したがって，対称空間Gn,n,/Hのコンパクト Clifford-Klein形の存在を調べれば良い．それを判定するた
めの必要十分条件を与えるために，ハイゼンベルク群Hnの部分群Leを定義しておく．
定義 3.2.CE M(n, 尺）に対し， leを，以下の行列で定まる線形写像Jc:Qn→ 加の像とする．
(~ 忍~) E M(2n+ 1, 良）
ただし，加の基底は， {X1,・・・,Xn,Y1,・・・Yn,Z}で与える．このとき， leは加の部分代数であり，これに
対応する Gn,D'の解析的部分群を Leと書く．
このとき，次の命題が成り立つ．
命題 3.3.可逆な対称行列D,D'に対し，以下の条件は同値である．
(a)対称空間Gn,n,/Hはコンパクト Clifford-Klein形を持つ．
(b)ある行列CEM(n,JR)で，以下の条件を滴たすものが存在する．
(i)行列ふ+BtCは全ての tE艮に対し，可逆である．
(i)部分群Lec Gn,D'はある lE Gn,D'¥几に対し， T1-不変な格子を持つ．
ここで， T1はlE Gn,D'に関する内部自己同型であり， At,Bt E M(n, 股）は次で定義される行列である．
ふ=(~t~t) := expt (vD') 
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この命題を，事実3.1のリストの D,D'に対し適用することで，求める定理を得ることができる．以下で
は， この命題の証明のキーアイディアを述べたい．
3.2 連続類似と (L)-condition
コンパクト Clifford-Klein形の存在を調べる上で重要な考え方の一つとして，連続類似がある．これは，小
林 [Kob89]によって導入されたアイディアであり，以下の事実が本質的である．
事実 3.4.[Kob89] Lie群Lが多様体M に可微分に作用しているとし， re£ を余コンパクト離散部分群と
する． このとき，以下が成り立つ．
1. f¥Mがコンパクト←⇒L¥Mがコンパクト
2. rの作用が固有不連続←⇒ Lの作用が固有
ただし， Lの作用が固有であるとは，任意のコンパクト集合 SCM に対し，集合 Ls := 
{ f EL I fS n s cl0}が Lの中でコンパクトであることを言う．離散部分群の作用に対しては，固有
不連続性と固有性は一致する．
この事実により，扱いづらい離散部分群の作用を Lの作用に骰き換えて考えることができる．特に， Lが
連結であれば， Lie代数を用いた解析が可能である．例えば， Gが幕零Lie群のとき，その離散部分群rは，
syndetic hullと呼ばれる連結閉Lie部分群Lを保つことが知られている ([Sai57],[BKlO]). しかし， この事
実は一般の可解群に対しては成り立たない．そこで，以下の概念を新しく導入する．
定義 3.5((L)-condition). Lie部分群L'cGv,D'が(L)-conditionを満たすとは， L。=L'nHnが連結で
あり，ある lE L'¥L。で， L'=〈l〉L。となるものが存在することを言う．
この (L)-conditionは，連結とは限らないが，「連結に近い」部分群の条件であり， Lie代数を用いた解析が
可能になる．さらに，以下で述べるように， Gv,D'/Hにコンパクト Clifford-Klein形が存在するとすれば，
(L)-conditionを満たす部分群が常に存在する．
命題 3.6.rをGv,D'の離散部分群で， Gv,D'/Hに余コンパクトに作用するとする.L。=LnHnとする
と， lErで， L':=〈l〉L。となる L'が存在し， rを余コンパクトに含む．さらに， rnL。は L。の余コンパ
クト部分群である．
次の命題は， (L)-conditionを満たすL'の余コンパクト性と固有性の判定条件を与えている．
命題 3.7(余コンパクト性と固有性の判定条件）. D,D'を対称かつ可逆な行列とし， L'をGv,D'の部分群で
(L)-conditionを満たすとする.Lo:= L'nHnとするとき，次の条件は詞値である．
(a) L' の Gv,v•/H への作用が余コンパクトかつ固有である．
(b)ある行列CEM(n,JE.)が存在し， Lo=Leであり， A□BtCは任嵐のtE lE.に対し可逆である．（記
号は定義3.2および命題3.3を参照）
命題3.6と命題3.7を用いることで， Gv,D'/Hがコンパクト Clifford-Klein形を持つならば，命題3.3の
条件 (b)(i)が成り立つことがわかる．条件 (b)(i)はLeが余コンパクトな離散部分群rを持っための必要十
分条件である．
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4 コホモロジーを用いたアプローチ
4.1 コホモロジーに現れる障害
この節では，定理1.4の証明の流れについて述べる．この証明には， Lie代数のコホモロジーに現れるコン
パクト Clifford-Klein 形の障害を用いる．この手法は小林—小野 [K090] において捉起され，森田 [Mor15] に
より発展した．
GをLie群とし， H をその閉部分群， gおよび hをGおよびH のLie代数とする.G/Hの不連続群
rcGに対し， Clifford-Klein形r¥G/Hを考える．このとき，以下の包含写像を考える．
'f/: (A(g/1))*)り2遺 (G/H)G→O(G/Hf'=" O(r¥G/H) 
ただし， O(G/H)はG/H上の微分形式の集合， O(G/H戸は Gー 不変な微分形式の部分集合を表す．この写
像は，コホモロジーの準同型を誘導する．
'f/ : H* (g, I);~) →が(r\G/H)
このとき，以下の事実が成り立つ．
事実 4.1([BH72],[K090]). Clifford-Klein形r¥G/Hがコンパクトならば，
ry:H州g,IJ遺）→記（いG/H).
は単射である．ただし， N := dim(G/H)とする．
森田 [Mor15]はこれを以下の形の障害として定式化した．
事実 4.2([Mor15],[Mor17]). KHをHの極大コンパクト部分群とし，知をその Lie代数とする.G/Hが
コンパクト Clifford-Klein形を持つならば，自然な全射7r:G/KH→ G/Hが誘導する以下の写像は単射で
ある．
7r*: HN(g,IJ遺）→ 町 (g,知；艮），
ただし， N := dim(G/H)とする．
4.2 対称空間Gv,v,/Hへの適用
特に， Gが1連結な可解Lie群のとき，コンパクトな連結部分群は自明群しかないため [Hoc65],GD,D'/H 
に対し，上の事実を適用すると，以下のような障害になる．
命題 4.3.等質空間 GD,D•/H がコンパクト Clifford-Klein 形を持つならば，自然な全射 7r : GD,D'→ 
GD,D'/Hが誘導する以下の写像がは単射である．
が： H州9D,D',~遺）→附(9D,D'退） (N = n+2). 
次の補題が定理の証明に本質的である．
補題 4.4.可逆な対角行列 D= diag(a,), D'= diag(b;)に対し，以下は同値である．
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(a) が：加(9D,D',~遺）→ か (9D,D'皇）は単射である．
(b)ヨE'E{土1}n s.t. 区らE艮E',C;= 0, 区らE✓コ民c,lc;= 0. 
ただし， Ci:=.ji_五y'b;である．
定理1.4の証明は，以下の図式のように，命題4.3と補題4.4を組み合わせることで従う．
Gn,n,/Hがコンパクト Clifford-Klein形を持つ
命起 4.3
ずは単射
l麟 4.4
ヨcE (土Its.t. 区らEIRc凸 =0, 区らE✓可恥c,lci= 0 
また， D,D'が2次対称行列のとき，次の命題が言える．
命題 4.5.D,D'が2次対称行列のとき，次は同値である．
(a) が：加(9D,D',~遺）→ か (9D,D'皇）は単射である．
(b)ヨkE町 s.t.D'= kD-1. 
この命題を使うことで，次の補題が簡単に証明でき，定理1.5をより簡潔に証明できる．
補題 4.6.事実3.1のD,D'のうち， 2.(a)における a=l以外のパラメータに対応する空間は，コンパクト
Clifford-Klein形を持たない．
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